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Nos proponemos estudiar las construcciones de polígonos regulares con regla y 
compás con la asistencia del GeoGebra, y presentar una secuencia de acciones 
que pueden resultar de base para enseñar estos conceptos. Para un mejor apro-
vechamiento de este trabajo, los lectores deberían tener nociones de geometría, 
particularmente estar familiarizados con los problemas de construcciones con 
regla y compás. También es recomendable tener conocimientos de estructuras 
algebraicas, especialmente de extensiones de cuerpos. Por estos motivos está 
dirigido a docentes de educación terciaria y a estudiantes que tengan los cono-
cimientos mencionados anteriormente. 
EL PROBLEMA 
Las construcciones con regla y compás siempre han llamado la atención de los 
matemáticos y de los profesores de matemática, surgiendo de esta manera 
múltiples interrogantes y resultados interesantes.  
En cuanto a lo que en esta ponencia nos proponemos, partamos de la pregunta: 
Será siempre posible construir un polígono regular (con regla y compás)? Y 
en los casos que fuera posible, cómo se construyen? Sabemos que la respues-
ta a la primera pregunta es no, y que los únicos polígonos regulares construi-
bles son aquellos cuya descomposición en factores primos del número de la-
dos es un producto de primos de Fermat por potencias de dos. Además, los 
primos de Fermat que aparecen, lo hacen solamente a la primera potencia. La 
justificación de estos hechos requiere un poco de esfuerzo y algún conoci-
miento de álgebra que no desarrollaremos en esta ponencia. 
Responderemos la segunda pregunta con algún detalle. La construcción de 
triángulos equiláteros, incluso de pentágonos regulares, se encuentra con al-
guna frecuencia en textos básicos de geometría, pero no es tan común la cons-
trucción, por ejemplo, del heptadecágono regular.  
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Pero además de justificar algebraicamente las construcciones, para lo cual nos 
valimos de Hungerford (1974), estamos interesados en realizarlas con asisten-
cia del software libre GeoGebra. Esta decisión se fundamenta en la agilidad y 
eficiencia  del software en contraposición a los elementos de uso tradicional 
en geometría (regla y compás).  
RESOLUCIÓN DEL PROBLEMA 
Convenios y notaciones 
A lo largo de este documento usaremos los siguientes convenios: a la recta 
OU  le llamaremos abscisa, a la semirrecta OU  lado derecho o positivo; el 
punto O  diremos que tiene abscisa 0 y que es el origen y, al punto U  le asig-
namos la abscisa 1.  
Si a un punto cualquiera lo designamos con una letra mayúscula de imprenta, 
a la longitud del segmento determinado por este punto y el origen lo designa-
mos con una letra minúscula de imprenta, por ejemplo a la longitud del seg-
mento OC  lo designamos por c .  
Si es posible construir las raíces complejas de la ecuación: 01=-nx  para algún 
n  determinado, podremos construir los vértices de un n-gono regular de radio 
unitario. Si n  cumple con las condiciones de constructibilidad  enunciadas 
más arriba, el problema se reduce a encontrar la primera raíz compleja de la 
ecuación 01=xn - . Más concretamente, si encontramos la parte real de dicha 
raíz, trazando una perpendicular al eje real por ese punto habremos encontrado 
la raíz buscada. 
Nos centramos primeramente en los casos en que n  es un primo de Fermat 
122 +
m
 con NÎm . 
La ecuación  01=xn -  factorizada resulta: ( )( ) 011 1 =+++- - xxx n L   
Ahora bien, llamemos 11 +x++x=P
1n
n L
-
-  . Si encontramos la primera raíz de 
1-nP , habremos resuelto el problema. Hallar las raíces de 1-nP consistirá en re-
solver ecuaciones cuadráticas, tantas como sean necesarias. Detallaremos en la 
exposición de los métodos utilizados para construir los distintos polígonos el 
por qué de esta consideración. 
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En la sección Apéndice, explicamos el método utilizado para construir la raíz 
cuadrada de un número y las raíces de una ecuación cuadrática. 
Construcción del triángulo equilátero  
En este caso: 12 +x+x=P
2  y sus raíces son: i2/32/11 +-=z      
i2/32/12 --=z . 
Construyendo el punto de abscisa 2/1-  y la perpendicular al eje real por ese 
punto, tendremos construidas las raíces intersecando dicha recta con la circun-
ferencia de radio unidad centrada en el origen. 
Construcción algebraica del pentágono regular 
En este caso: 12344 ++++= xxxxP . Sean 4321 ,,, zzzz  las raíces de este polino-
mio. Debemos recordar que las mismas son complejas conjugadas de a pares.  
Llamemos:  
( )1411 2Re ζ=ζ+ζ=λ  ( )2322 2Re ζ=ζ+ζ=λ  
y observando que  
141 =ζζ  132 =ζζ  
obtenemos que, 21 zz y , por propiedades de las raíces de ecuaciones cuadráti-
cas, son raíces de ( )30112 =+- xx l   , y 43 ζyζ  son las raíces de 
( )40122 =+- xx l .   
Las raíces de las ecuaciones ( )3  y ( )4  respectivamente son:  
Por otro lado notemos que:  
121 -=+ll , pues  1  3121411324121 -=+++=+++ zzzzzzzzll =+  
Y además que: 
121 -=ll , pues 1))((
3
1
2
1
4
11324121 -=+++= zzzzll ζ+ζζ+ζ=  
Por lo tanto, 1l   y 2l  son las raíces de la ecuación 01
2 =-+ xx .      
1
22
2
2,1 -÷
ø
ö
ç
è
æ±= iix
ll
2,1=i
310 
 
Así: 
 
Construyendo 2/1l , teniendo en cuenta que ( )11 Re2/ ζ=l , trazamos la perpen-
dicular por ese punto a la recta OU , de tal manera que las intersecciones con 
la circunferencia de radio unidad centrada en O , nos proporcionan las raíces   
1ζ  y 4ζ  
El pentágono quedará  finalmente construido trazando dos circunferencias con 
centro en 1ζ  y 4ζ  respectivamente y que pasen por el punto U . Las intersec-
ciones con la circunferencia centrada en el punto O  de radio unidad nos pro-
porcionan las raíces faltantes, 2ζ  y 3ζ . 
Construcción geométrica del pentágono regular 
Contando con la herramienta para la resolución geométrica de la ecuación 
012 =x+x - , que es la primera que aparece en la construcción del pentágono 
regular tenemos que los datos de entrada son UU,O, -  y U  para la segunda 
herramienta, o sea la que tiene un signo + en el argumento de la raíz.  Con la 
aplicación de esta herramienta, obtenemos los puntos A  y B  que tienen  res-
pectivamente abscisas 2λ  y 1λ . Los puntos de intersección de la circunferencia 
unitaria con la mediatriz del segmento OB , son dos vértices del pentágono re-
gular. Los otros vértices se obtienen fácilmente usando el compás. 
 
Construcción del heptadecágono regular 
En este caso 11616 +xx=P ++L . Sean 161521 ,,, ζζζζ K  las raíces de este polino-
mio, las cuales  son complejas conjugadas de a pares, en este caso, 1ζ  y 16ζ  son 
conjugas, también 2ζ  y 15ζ  ; 3ζ  y 14ζ ; 4ζ  y 13ζ ; …, etc.  
1
2
1
2
1
2
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2
1
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2
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ö
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æ--=l
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Llamemos: ( )11611 2Re ζ=ζ+ζ=λ ; 1522 ζ+ζ=λ ; 1433 ζ+ζ=λ ; 1344 ζ+ζ=λ ; 
  
1255 ζ+ζ=λ ; 1166 ζ+ζ=λ ; 1077 ζ+ζ=λ ; 988 ζ+ζ=λ  
y teniendo en cuenta que 1161 =ζζ ; 1152 =ζζ ; 1143 =ζζ ; 1134 =ζζ ; 1125 =ζζ ; 1116 =ζζ ; 
1107 =ζζ ; 198 =ζζ , deducimos que: 1ζ  y 16ζ  son raíces de la ecuación 
011
2 =+- xx l  
y además:  
iζ  y jζ  son raíces de 01
2 =+- xx il  con 17=+ ji  y 81 ££ i  
Ahora hagamos: 
411 llx += ; 822 llx += ; 533 llx += ; 764 llx +=  
Y calculando los productos obtenemos que: 
341 xll = ; 482 xll = ; 253 xll = ; 176 xll =  
Con lo que deducimos, por ejemplo que: 
1l  y 4l  son raíces de la ecuación 031
2 =+- xx xx  . 
Seguidamente, llamamos: 
8241211 llllxxh ++ +=+= ; 7653432 llllxxh ++ +=+=  
Teniendo en cuenta que 121 -=+hh  y  421 -=hh  inferimos que 21 hh y  son raí-
ces de la ecuación: 042 =-+ xx . 
Además se comprueba que 21 xx y  son raíces de 011
2 =-- xx h  y que 43 xx y  
son raíces de 012
2 =-- xx h . 
Por lo tanto 28088...1,561552811 »h  y 28088...2,561552812 -»h . Estos datos nos 
permiten ascender gradualmente hasta construir 1z . 
Tal como fueron calculados 1h  y 2h , se calcula 1l  que resulta ser 
32962...1,864965781 »l y recordando que ( )11611 2Re ζ=ζ+ζ=λ , es decir, 
( )11 Re2/ ζ=l , trazando por ese punto la perpendicular a la recta OU , obtene-
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mos 1z  y su conjugada sin más que marcar las intersecciones con la circunfe-
rencia con centro en el punto O  y radio unidad. 
 
APÉNDICE 
Creación de una herramienta para encontrar gráficamente una raíz 
cuadrada con GeoGebra 
Una característica muy útil que tiene el programa GeoGebra es la capacidad 
de permitir la creación de una macro o una herramienta. En este caso necesi-
tamos una herramienta que nos proporcione, dados tres puntos O , U  y C , con 
C  en la semirrecta OU  (al sentido inducido por esta semirrecta le llamaremos 
“positivo” o “derecho” y al otro sentido “ negativo” o “izquierdo”); una cir-
cunferencia centrada en O  y  con radio de longitud raíz de OC , considerando 
al segmento OU  de longitud unitaria. 
Primeramente, necesitamos construir una circunferencia centrada en C  y de 
radio un segmento de longitud 4/1 . Llamemos a esta circunferencia γ . 
Como es muy sencilla la construcción del punto medio de un segmento, omi-
timos la construcción con regla y con compás y la haremos usando una herra-
mienta predefinida del GeoGebra. También usaremos el compás como un 
transportador de segmentos. En el Apéndice mostraremos cómo transportar 
segmentos usando un compás antiguo solamente.  
Llamemos A  y B a los puntos de intersección de la recta OU  con γ , en los 
lados izquierdo y derecho de C , respectivamente.  Sea D  la otra intersección 
de la circunferencia de centro C  y  que pasa por O . Sea E  una de las intersec-
ciones de la circunferencia de centro A y que pasa por D , con la perpendicu-
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lar a OU  por O .  Notemos que el triángulo rectángulo AOE  tiene un cateto de 
longitud 4/1-OC  y la hipotenusa de longitud 4/1+OC . Por esto la circunfe-
rencia de centro en O  y que pasa por D  es la circunferencia buscada.  
 
Creación de una herramienta para resolver gráficamente una 
ecuación cuadrática con GeoGebra 
En este caso necesitamos dos herramientas. Una herramienta que nos propor-
cione, dados cuatro puntos  O , U , B  y C , con C en la semirrecta OU ; una 
circunferencia centrada en el punto medio del segmento OB  y  con radio de 
longitud: 
                                                           
y otra herramienta que construya otra circunferencia con el mismo centro que 
la anterior pero  con radio de longitud: 
 
Nótese que ( )3  es la longitud de la hipotenusa de un triángulo rectángulo de 
catetos 2/b   y  c  y ( )4  es la longitud de un cateto de un triángulo  rectángulo 
de hipotenusa  2/b   y  cateto c  . 
Como ya contamos con una herramienta que construye una circunferencia de 
radio c  centrada en el origen, si trazamos la perpendicular a la abscisa por el 
origen y tomamos un punto D  en la intersección de esta recta con esta circun-
ferencia, habremos determinado el triángulo rectángulo EOM , con M  el punto 
medio del segmento OB . El segmento ME  tiene longitud (3). La circunferen-
( ) ( ) ( )32/ 22 cb +
( ) ( ) ( )42/ 22 cb -
314 
 
cia con centro en M  y que pasa por E es la buscada. Observemos que las in-
tersecciones de  esta circunferencia con la abscisa  tienen por abscisa. 
 
 
 
Para la segunda herramienta, a diferencia del procedimiento utilizado ante-
riormente, en lugar de trazar la perpendicular desde O  se traza una circunfe-
rencia de diámetro el segmento OM  y centro el punto medio de dicho segmen-
to. Sea F una de las intersecciones de la circunferencia de radio c  con la cir-
cunferencia que tiene por diámetro al segmento OM . El segmento MF  tiene 
longitud (4).  Por lo tanto las abscisas de los puntos de intersección de una cir-
cunferencia con centro en M  y que pase por F  serán: 
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